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Abstract. In this paper we exhibit two different effective constructions of the syntactic algebra 
4ts associated with a recognizable tree series S. In order to make the first construction we only 
need a natural number n satisfying dim ?l s G ri. The second way to obtain *us. is by minimization 
of a given realization of S. We finally describe (effectively) a minimal matrix representation of S. 
1. Introduction 
Berstel et Reutenauer [l] ont introduit les shies d’arbres afin d’etudier cert,lines 
fonctions remarquables qui prennent leurs valeurs dans un corps et dont la don aine 
de dkfinition est un ensemble d’arbres sur un alphabet grad& Plus priciseme::t i!s 
ktudient des skies reconnaissables c’est 1 dire des shies qui sont difinies g p rrtir 
d’mn nombre fini des d~an&s Gi-u&s &MM scn ceriain context-z; c’est ie nonlbre 
minimum de ces donnees qu’on va determiner dzns ce papier. 
On expose deux constructions effectives differentes de l’aigibre syntactique 
associ6e 5 une shie reconnaissable S; pour faire ‘la premike construction, on a 
seulement besoin d’un nombre nature1 n majorant dim ‘Ils ; la deuxiime construction 
consiste & minimiser une certaine realisation de S. 
(1) Soient les sow-espaces 
‘t”,=(t%§lE T,)GKP~ et Fs=(S7-‘1~EPz)GMTL 
oti les shies t-‘S : & + IK et ST-’ : 7” + ad sont donnies par 
(t-IS, 7) = (S, t7) et (ST-‘, t) = (S, f~), t E Tz, 7E PI, 
respectivement. Soit encore n un nombre nat rel satisfaisant 
c%i eri@rIdrG @X la liste finie 
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dp(t) etant la profondeur 
engendre par la liste finie 
de t; puisque dim ‘VS = dim F,, on montre que F. est 
(b) ST-‘/]+n, Vt&l(r),dp(t)sn-1 
ou ]T( est la longeur du mot r darts le monoi’de libre Pz et Cl(r) est l’ensemble des 
clones de T. Comme 1’igaliv.e des series reconnaissables est decidable, on peut extraire 
de (b) une base ST;', . . . , ST,!. 
On determine une ba.se parmi les membres de (a) en utilisant t’isomorphisme 
d’espaces vectoriek suivant 
?P: Vf&!iY, !P( t-3) = ((S, tq), . . . , (S, en,)). 
Finalement S’S est effectivement determiner en tant qua IK-Salgkbre. 
(2) &ant do& H ~:e realisation surjective (?I, cp) de la serie S, on a un K-E- 
epimorphisme canonique 
f:‘ex+ clr,, f(/_k?, t) = t-‘S 
dont le noyau est l’ideal 
~={aE?l1&zT)=0,VTE Pz). 
Far consequent clr, 2: %%/.A On demontre que ~4 est egal a 
sP,_,={a~~~<p(ar)=0,~~~~n-1,Vt~C1(~),dp(t)~n-1} 
ce qui nous permet de construire effectivement le quotient ?I/&. 
(3) Dans le dernier paragraphe, nous en profitons des constructions precedentes 
pour donner une (et par consequent toutes) representation matricielle minimale 
d’une serie reconnaissable [3]. 
2. rCiliminaireo 
Pour ufl aiphabei g&u< Erih 2 ; &u - - - u EN, &i;l n&era TX (;esp_ T lvi1 
l2\dll 
l’ensemble des arbres au-dessus de E (resp. des arbres indexes par la variable x). 
T,(x) dey:itnt un monoi’de, sa multiplication Ctant la substitution 5 x; soit PI le 
sous monoi’de de T,(x) zonstitue des arbres oii la variable x figure une seule fois. 
Px cs: alors libse engendre par les elements 
&ant donne un corps K, une K-Salgebre est un coupie VI = (A, a) formi d’un 
K-espace vectoriel A et d’une famille des fonctions multilineaires indexees par Z: 
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On a une application canonique pY1: 7” + A definie inductivement par 
/&l,(uf, * - - fm) = %(P?lO,), - - - 3 /-4L)h 
an designera Ju?, -.W( TX)+ A son extension lineaire sur l’espace vectoriel W( TX) 
eugendre par T’. 
Le monoi’de Pz opere sur toute K-Zalgebre ‘3 = (A, a) de la fagon suivante: 
oti cy E A et e, T E P’;. Un sous espace SQ E A stable par cette action 
w+TEPZ_ =3 aTEJ?z 
est un ideal de ‘3. 
Proposition 2.1 (Bozapalidis et Alexandrakis [3]). Soienr ‘$1 we K-Zalgkbt-e uelle 
gue &, soit surjective et ~4 un ideal de ‘21; alors I’espace quotient 9,x/& devient me 
K-Z’-algsbre et la projection canonique Yl+ ‘?I/& un morphime de tedles a1gGbre.s. 
Une serie formelle d’arbres S: TX + ll6 sera dite reconnaissable, s’ils existent une 
K-E-algibre ‘3 et une forme lineaire cp : VI-, H telles que 
(S, t) = tp(/L?,( t)), vs E TX. 
Un tel couple (%, 50) est appele une realisation de S; (?I, ye) est une rialisation 
surjective si i& est surjeetive. 
A toute serie S: TX + K on associe son ideal syntactiyue 
s&ant I’extension lineaire de § sur W( Tz). La !K-Zalgebre quotient W( TX)/& = 5?Is 
est l’algebre syntactique se S. C’est cette algebre qu’on va construire effectivement. 
Pour une etude approfondue des algebres syntactiques des series rationnelles des 
mots voir [6]. 
Une derniere pricision: se donner un espace vectoriel A eEectivement, e’est se 
donner une base e, , . . . , e,,, de cet espace ainsi qu’une procedure effective qui nous 
permet de determinei les coordonnees de choque veeteur de A par ra 
e,,...,e,. . 
On va d’abord decrire une co 
‘Vs le sows espace de lKp~ engen 
ue celle-la. Soit 
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‘Y> peut &re muni d’une structure de H-2-alggbre si pour tout UE & on d&nit les 
opkations U, : Vz + clcr, par 
3.1. Consfruclion e&&hoe de Ftr,. 
Supposone don& un nombre nature] n tel que 
dim ctc,sn 
et considerons les approximations successives uivantes de “l/‘s: 
v, =(t-‘S[dp(+z.) 
oti dp( 8) est la profondeur de I’arbre t dkfinie inductivement par 
( 
dp(c) = 0, c E & 
dp(o& . . e t~)=1+max(dp(ti))l~i~wo}. 
Ona 
Chnine dim & d n et dim V, 3 1, il existe un indice K, K S n - 1, tel que V, = V,+, ; 
on va montrer que VK+, = V,+*. Pour cela il suffit de montrer I’inclusion VK+* c V,+, . 
Soit t-‘SE VKt2 avec dp(f) = K +2; alors I = (it, . . . I,, crc_ &,, dp(ii) d K + 1 et par 
consequent ;“SE VK+, = V, (pour tout i) c’est A dire 
t-‘S=C hji(S,“S), dp(sj)< K. 
j 
ais alors 
Puisque ‘&. est la rkmion de V,, on a finalement Ccr, = VK, K Q n - 1. Autrement dit, 
nous obtenons la proposition suivante. 
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Les series t-‘S sont definies sur le monoi’de libre & engendre par un alphabet 
infini, dorm on ne peut pas appliquer la procedure d’Eilenberg [5] afin de decider 
si deux membres de (1) son egaux. Four surmonter cet obstacle, on utilise le sous 
espace Fs de II& engendre par les series ST-~(TE PX), i.e. Fs = (ST-’ !TF Px, d 
on rappelle que (ST-‘, t j = (S, h-j, Vt E 7”. On a ici besoin du resultat suivant. 
ozapalidis et Louscou-Bozapalidou [43). Pour uroe s&ie S: TX + Dd 
les conditions toiuantes sont 6?quivalentes: 
(i) S est reconnaissable; 
(ii) dim 7r, < 00; 
(iii) dim _Ts < CO; 
En plus dim olr, = dim Fs. 
En utilisant la derniere information de la proposition ci-dessus, on prend dim Fs =S 
n oti n est Ie nombre nature1 choisi au debut. Considerons & present la suite des 
sous espaces suivants de & : 
oti T,_,={te T’Idp(t)=z- I>, /r/ designe ia Longeur du mot 7 dans Ze mons’:‘de 
libre Pz et Cl(r) est defini par recurence comme suit: 
pour 7=(+tl.. . ti_lXt;+l . . . t,, on a C1(Tj=(t:7.. . i ti_l, ti+l,. . . , t,), 
pour T=T~... 7;(, on a Cl(T) =IJ Cl(Ti), 
F, est done finiment engendre et F, c F2 c - - - c F’. Comme dim & < n et dim F, 2 
1, ii eXiSte K, K 2 n, td qUe F, = F,,, et en fait on peut montrer que a park de cet 
indice K, tous les FA sont Cgaux. En #IS 
Lemme 3.3. 
F,= u F,. 
KS1 
Preove. Soit ST-’ une serie, T arbitraire, et factorisons r sous la forme 
Pour tout t E TX on a 
(ST-‘, tj = (5, t7) = ((t+‘s, x) 
= ((a, . . . (m) . . o &J’s, x,” 
- er,(t;‘s>. . . , (my3,. . .) t,‘s!,xh 
(2) 
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Si la profondeur par exemple de t, est >n - 1, d’aprb la Proposition 3.1, on a 
et en substituant ci- essus on obtient 
=I &(Lt,&‘S,. . .) (r7+‘S,. . . , tiiS), x); 
K 
on fait cette opkation pour tous les arbres ti (s’il est nkessiare) et on arrive h 
=c 5.. . &qJ&-‘s,. . . , (r?wS,. . . , PS), x) 
avec Lip(s), . . . , dp(s’) c n - 1, 
=c 5.. . &y(m.. . x.. . s’)_“((tT+%), x). 
Maintenant on rephe 5 S et h n, ce qu’on a fait prCck!:tmment $ S et B 7, etc.; on 
va aboutir B 
= c r*.&Jp’(t-‘S), x) 
P 
Ainsi ST-’ = C, p,So,’ E F& comme d&irk. 0 
De la discurion piie6 dente dkoule immediatement que I-$ = F,,, K s ~1, d’oti le 
suivant. 
~s~t~o~ 3.4. Fs est engendre’ par la listefinie 
On a besoh 2 p&eat des lemmas suivants. 
Lemme 3.5. Pour chaque S : TE + H et r E PE 
par corkquent la reconnaissabilith de S entraine celle de ST-‘. 
(3) 
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/ alors on peut decider si 
Cans!.w!ions sur les shies formelles d’arbres 
Soient S, S’ : TX -* W. deux shies reconnaissables; 
S = S’ ou non. 
rmve- 1-a. d9hxmx S-S’ 6tsnt enc3re reCQZE2iSlXkb!C “,C $YiiQblzfiie jcbiclli A 
decider si S = 0, pour S : TE +R reconnaissable. Soient (!?I, p) une rCalisation de S 
et 
Supposons que (S, t) = 0, tit E T,, dp( t) G m. On va montrer que S s’annule partout 
sur TX. La condition pr&2dente, tenu compte de la commutativitk du triangle 
ci-dessus, s’krit q(plpl(t)) =O, ‘Jt E T,, dp(t) 4 m. Si done on considitre les sous 
&paces de ‘3 
&=(~~~(t)ldp(t)G~), K=o,1,2 ,... 
on a 
E&E~~- -.CE,cKerrp, dimKerq=m-1. 
Avec un argument d6jia utilisi pour les sous espaces V,, of: montre que E,+ = E, 
(A > nt), c’cat 2 dire que E,+ c Ker ~0, d’oti 9(,x9,(t)) -= 0 pour- tokt D E TE. et finalement 
(S, t) = 0, pour tout t E TX. Cl 
Lemme 3.7. Soient p + 1 shies reconnaissables S, S, , . . . , SP : TX + 56. On peut d&cider 
si S appartient ou non au sous esp:Ccce engendre’ par ks az.Ccs. 
Preuve. Notons par m(S) un uombre naturel, dimekou d’i;ne rkaiisation de S; 
alors pour A,,..., APE06 la skrie A,&+. - 2 + ApSP se realise par une K-25algkbre 
de dimension urn+- - s-i-m(S,). 
Cela hnt, on a S E (S, , . . . , SP), i.e. 
S=h,S,+* * .+hpSp, AjEK 
ssi pour tout t E Tz 
(S, t)=A,(S,, t)+- . *+Ap(Si 3 t), Aj E Dd, 
c’est A dire (voir Ie Lemme 3.6), ssi le systkme liniaire slrivant a au mobs une 
solution par rapport 5 AI, . . . , A, : 
I 
(S, l)=&(&, t)+- * *+A,($, t), 
dp(t)< m(S)+m(S,)+ ’ *+m(S,). 
ais ce dernieh fait, en8 he constatf?. Cl 
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Revenous maintenant i Ia Iisie (3) et suppo--- JullJ que aprh K eSSaiS on trc~ve 
we s&-k non nulle Srii, que apres K,! essais on trouve une s&e ST;; telle que 
ST;’ G? (ST;‘), que aprks ~~ essais on trouve une &rie 5~;~ teiie que ST;’ 6! 
(ST;‘; ST;‘), etc. 
On s’arrste aprks uw nomlore fini de pas parce que (3) est fame; les series ainsi 
s6lectionrkes ST;‘, . . . , ST,! li”b n, COnStitUent par construction une base de F’. 
C’est routine de montrer que l’application 
F: V-~-44”, q(f-‘s) = ((s, CT,), . . . , (S, tT,*)) 
est un isomorphisme d’espaces vectoriels; par consequent rouwr une base parmi 
les membres de (19 revient B trouve r une base parmi l-s vecteurs suivants de 06”: 
(((s, f719,. . . , (S, fv99kb(t9~ n - 11 
ce qu’on peut le faire effectivement. Soit done 
l;‘s,;.-,t,!s (49 
we base de Ts. Pour taut o- E Z,,, et tous j, , . . . , j,,, E { 1,2,. . . , n’}, les cnordonnkes 
de la s&ie (ofi, - - - $,,,9-‘S par rapport a (49 sont exactement les coordonnees du 
vecteur q((u$, - . * t,,,)-‘S) par rapport a la base Fiti’S), . . . , F((t7’S). On a ainsi 
determine de faGon effective Vs en tant que Dd-Z-algebre. En resume, on a le theor& 2 
ci-dessoars. 
ThGorGme 3.8. Si on connait un nornbre nature1 n majorant dim clr, ou dim F,, alors 
on pew czws!rrcire q??c!izrcmeni t’algdbre syntactique de la s&rie S. 
inimisation d’une r&disation 
Soit S : T’ + II6 une sirie reconnaissable (S # 09 et (?I, 409 une de ses realisations; 
on peut toujours la supposer surjective, sinon on remplace (?I, cp) par le couple 
(?I’, ~‘9 avec 
?lzr’ =(pLy,( t)1 tE T,)> 
cp’ la restriction de 50 a ‘?I’, 
qui aussi realise S. L’application 
$91 G&z’, (f(a), 79 = da79, TE & 
est inainifestement lineaire et f(%; = Vs. En effet, pour tout 1 E TX on a 
(f(kd9, ‘-9 = dbdf979 = cP(4f799 
= (S, ?T) = (P§, T9, 
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i.e., f(/hx(?)) = r-‘S. Or? COnstate par ailleurs que f est un K-Zepimorphisme dent 
le noyau est I’ideal 
~={(YE?XI~P((Y7)=0,~~EPv}. 
On obtient alors %,I& = clr,. 
4.1. Construction gflective 6-h quotient 3/d 
~mm 4.1.. On peut detefminer me base m 
E.cdt,), - * -, kdtnj (5) 
de ??I &rifiant dp( ti) G i - 1. 
Preuve. Puisque la !6-Zalgebre 9l est non-nuile, il existe au moins une constante 
c E Z0 teale que j.~?~{c7 ) f 0; choisissons une base 
kV(c,), - - -, P&J I -?s \d ) 
de I’espace 
&I = (ILc&) I c E a. 
Si E0 f %, il existe au moins un arbre t E T’ de profondeur = 1, tel que pLp,( t) & E. 
(car, dans le cas contraire, on aurait p.,,( tj E EC, pour tout t E T,, i.e. ?I = EO). 
Completons la liste (5’) en une base 
I?,, - * - , /%dCK,), k&L * * -, P&J (5”) A 
de I’espace E,=(p?,(tj/cip(t) s I>, et ainsi de suite. On a E, = ?I pour K s n - 1 et 
la base determirzr de cette facon virifie par construction la condition de 
l’enonce. 0 
Posons E = {tl , . . . , t,,} oti t; sont les arbres qui figurent dans (5), et pour tout 
K =o, 1, 2,. . . definissons Hes ous espaces 




ti= n dK. (7) 
K3.O 
Cette dernibre egalite resulie du fait que pour tout E E 91 et T E Pz, le pro 
s’exprime comme une combinaison IinCaire Ces Cknents ar, 
Puisque dim Ker ;F = n - 1 la c haine (6) ne pcut 
a J% =dK+,, K s n - 1. hdais abrs a e dR+2 ssi 
cJ!TE .d,c+,, (7-E = 8, C1(T)E E 
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ssi 
ssi(YE~~+,,d’o~.~,+2=~~+I. Par conshquent les sous espaces ~4~ sont tous 6gaux 
& partir d’un ir,dicr: K s ;i -- I, ce qui, tenu compte de (7), nous onne LZ = dK, 
K S n - 1. Autrement dil nous avons ia proposition suivante. 
+=(N&m) =O;!T]Qn-l;Cl(T)C E). 
?Drspw$tion 4.3. On pew! Lmstruire efectivement me ease de I’espace quotient ?I/&. 
reuve. 91/d est engcndr6 par les vecteurs 
!w(t,)+& * - a, P?dtn)+~ 
oti /A&,), . . . , pYr(tn) est la base (5). Mais on a 
/Jd\?,(ti)+d=/A?~(tj)+cd 
ssi ~?~(ti)-~?,(tj)E 28 
(8) 
ssi (p(cLql(ti)T)=sD(~?l(fj)T), 171~n-l,Cl(T)GE 
ce qui est decidable. On peut done extraire une base park les vecteurs (8), soit 
p?l(t,)+.d,. . . ,pL81(tns)+d, n’d n. Cl Pi 
Maintenant pour tout u E E,, et j, , . . . ,j,,, E { 1,2, . . . , n’}, si 
/Jdbjl(Utj, a * s tj,,,)=KItiYl(tl)+' ' "+Kn/J41(tn) 
est la dkomposition du vecteur pyl(utj, . . . tj,,) par rapport 5 la base (5), alors 
/Q[(&j, . . . tj,,,)+~=K*(~~~(fl)f~))+’ * ‘+Kne(CL~l(tn8)+~) 
est la decomposition de ,~?,(a$, . . . tj,,,) t d par rapport & la base (9). On a ainsi 
effectivement construit ‘?I/&! en tant que H-Z-algebre. 
. ~Q~$t~uct~o~ de la re~pese~tatio~ matricielle mini aBe #uue s&ie reconnaissable 
Dans [3] nous acans introduit la notion d’une representation matricielle de 
dimension n, comme 6tant une trip!et $B = (y, 4p, y) constitui d’une fonction y : l&, + 
K”, d’un homomorphisme de monoi’des cp : & + Knxn et d’un vecteur y E K” qui 
v6rifient la condition de r6presentabiliG suivante: pour c, c’ E E’, et 7, T’ E TX 
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La sCrie d’arbres induite S, : TX + K est difinie par 
(S,, t) = 9?(f)?, ?E a, 
oti la fonction !%! : 7” + 06” se donne par 
Pour qu’une sCrie soit matriciellement r6prksentable il faut et il suITit qu’e!!e soit_ 
reconnaissable [3, ThCorbmes 1 et 21. On peut obtenir une r6prksentation minim& 
d’une s&e reconnaissabie S: TX + K de Ia mY~15re suivantr: or! choisit une base 
t;'s, , . . , !,‘S 
de “cr, et pour tout c E &, et 7 E & on pose 
c-‘s = z JI(C),j( t.;‘s)? (fiT)-‘x =C V(T)i~(f;lS), 
i K 
y,=(S,t,), l~Kdil. 
y et y sont effectivement don&; en ce qui concerne Q on a le rkultat suivant. 
Proposition 5.1. q esf comple’tement dktermine’par ses uaieurs aux arbres T E Pr, )rl = 
1, Cl(T)E {t,, . . . 9 t,} oti t1,. --, t, sent les arbres qui apparaissent d (10). 
Preuve. En appliquant la technique du Lemme 3.3, pour tout T E PI, ITI= 1, on peut 
kcrire 
(fiT)-‘S=C /_&Jf;cOJiS (11) 
P 
oii pour tout p, lopl = 1 et Cl(0,) c (t,, . . . , t,}. Si done on analyse chacun de deux 
membres de (11) par rapport h la base (10) et on egalise les coordonnkes correspon- 
dates, on va trouver ~(7) =C, ~.c,cp(w,). III 
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